OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA
http://www.spm.pt/olimpiadas

XXVIIIOPM - 1° Eliminatéria - 11.11.2009 - Categoria A - 8°/9°

Cada questdo vale 10 pontos

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

1. O galdo inicialmente tinha 0,4 x 24 = 9, 6 cl de café. Depois de a D. Jdlia ter juntado leite, o galdo ficou com
100% — 80% = 20% de café. Portanto o volume total do galdo é %0 x 9,6 = 48 cl. Logo foram adicionados
48 — 24 = 24 cl de leite.

2. Sejom a < b < ¢ as medidas dos 1rés lados do tridngulo. Podemos formar um fridngulo com lados a, b, ¢ se
a+b>c

Solugao 1:

Para ¢ = 5, s6 temos a possibilidade (a = 5,b = 5).

Para ¢ = 10, temos as possibilidades (a = 5,b = 10) e (a = 10, b = 10).

Para ¢ = 15, temos as possibilidades (a = 5,b = 15), (a = 10,b = 10), (a = 10,b = 15) e (a = 15,b = 15).

Para ¢ = 20, temos as possibilidades (a = 5,b = 20), (a = 10,b = 15), (a = 10,b = 20), (a = 15,b = 15),
(a =15,b =20) e (a = 20,b = 20).

Portanto, podem formar-se 13 tri@ngulos distintos com os Idpis do Frederico.

Solucao 2:

Se o friingulo é equildtero , isto &, se a = b = ¢, temos quatro possibilidades para o fridngulo.

Se o fringulo é isbsceles, tem-sea < b =coua =b < ¢. Se a < b = ¢, a condicdo a + b > c verifica-se
sempre e temos as possibilidades (a = 5,¢ = 10), (a = 5,¢ = 15), (a = 5,¢ = 20), (a = 10,c = 15),
(e = 10,¢ = 20) e (a = 15,¢ = 20). Sea = b < c acondi¢do a + b > ¢ apenas se verifica para as
possibilidades (a = 10, ¢ = 15) e (a = 15, ¢ = 20). Logo temos 6 + 2 = 8 possibilidades.

Se o triGngulo é escaleno, isto &, se a < b < ¢, entdo a condicdo a + b > ¢ 6 se verifica para a = 10,b =
15, c = 20.

Portanto, podem formar-se 13 triGngulos distintos com os |Idpis do Frederico.

3. No primeiro movimento o ponto P roda em torno do ponto R, descrevendo um arco de circunferéncia de raio

1 cm e amplitude 120°, uma vez que os angulos internos de um tridngulo equildtero tém 60°. O comprimento

120 27
desta frajectéria é 2mr—— = — cm
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Do mesmo modo, no segundo movimento o ponto P roda em torno do ponto (), descrevendo também uma
frajectéria de comprimento 27r/3 cm. Portanto o comprimento total da trajectéria descrita pelo ponto P &
47 /3 cm.

4, Solugao 1: Pretende-se encontrar os nimeros da forma ab45, multiplos de 45, ou seja, simultaneamente
multiplos de 5 e de 9. Como ab4b é sempre mdltiplo de 5, porque o seu algarismo das unidades & 5,
basta procurar os nimeros da forma ab4b mudltiplos de 9. Como os multiplos de 9 sdo os ndmeros cuja
soma dos algarismos é mdltipla de 9, pretende-se que a + b + 4 + 5 seja um mudltiplo de 9. Isto acontece
para (a,b) = (1,8),(2,7),(3,6), (4,5), (5,4), (6,3), (7,2),(8,1),(9,0), (9,9), pelo que hd 10 nimeros nas
condicdes pedidas.
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Solugao 2: Se um nUmero inteiro n de 4 algarismos acaba em 45, é da forma 100k + 45, onde k €
{10,11,...,99}.

Se 45 divide n = 100k + 45, entdo 45 divide 100k, logo 5 divide 100k e 9 divide 100k.

Ora, qualquer que seja o k, 5 divide 100k, portanto esta condicdo ndo nos restringe as possibilidades para k.
Como m.d.c.(100,9) = 1 e 9 divide 100k, conclui-se que 9 divide k, portanto k tem de pertencer ao conjunto
dos multiplos de 9 entre 10 e 99, ou seja, a {18, 27, 36, 45, 54,63, 72, 81, 90, 99}.

H& portanto 10 ndmeros nas condicdes pedidas.
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